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Capitolul 1
MULTIMI DE NUMERE

1.1. Multimea numerelor rationale

Multimea numerelor naturale N = {0, 1,23, } este prima multime de numere pe care afi
studiat-o.

Pe multimea N sunt definite doua operatii, adunarea §i inmultirea, avand urmatoarele
proprietati:

a) comutativitate: x+ y=y+x; xy=yx, Vx,yeN;

b) asociativitate: (x+ y)+z=x+(y +2); (xy)z=x()z), Vx,»,z€N;

¢) numarul 0 este element neutru pentru adunare, iar numarul 1 este element neutru
pentru Inmultire:

x+0=0+x=x; x-1=1-x=x, VxeN.

Rezolvarea unei ecuatii de forma a+x=»b, a,beN, a>b, a condus la extinderea
multimii N la multimea numerelor intregi: Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,..}.

Operatiile de adunare §i inmultire se extind de la numerele naturale la numerele intregi
(de la cuvantul latinesc ,,integrum” — intreg, complet). Extensia (in sensul de mai sus) a fost
facutd de Nicolas Chuquet (1445-1500).

Apare o proprietate noud: orice numar intreg are un ,,0pus’:

d) pentru orice xe Z, existd numarul —x€ Z astfel incat: x +(—x)=(-x)+x=0.

Pe multimea numerelor naturale este definitd relatia de divizibilitate astfel:

Definitie. Fiind date numerele naturale x, y spunem ci x divide y (sau x este un divizor al
lui y, sau y este divizibil cu x, sau y este multiplu al lui x) daca existdi ze N astfel inct
xz =y . Notim x|y sauy: x.

Relatia de divizibilitate pe N are proprietatile urmatoare:
i) x|x, VxeN;

2) x|y si ylx=x=y (pentrux,ye N);

3 x|y si ylz= x|z (pentrux,y,ze N);

4) x|y si x|z= x| my +nz (pentrux, y,z,mneN).

Relatia de divizibilitate se extinde si la multimea Z. Unele proprietati (1, 3, 4) riman
adevirate si pe Z. Proprietatea 2 este insi falsi: x|y siy|x=|x|=|y|.

Rezolvarea unor ecuatii de forma ax=b,a,b,xe Z i a nu divide b, a condus la

introducerea multimii numerelor rationale Q= {—Z—] abel b+ 0} ’




Dhefinitie. Fractiile % §i % ,unde a, c €Z, b, d €Z*, se numesc echivalente daci ad = bc.

Multimea tuturor fractiilor echivalente cu o fractie dati este un numdr rational.

EXEMPLY 2
(1w  Fractiile i,g,—g—,l—o , ... sunt echivalente cu fractia —.
105 6 9 121 3
L/
Multimea E,i,é,i,ﬂ, ... reprezinti numarul rational 3
3691215 3
Observatii.

y : . . = .. a . A - :
i. Orice fractie echivalenta cu fractia 3’ a€Z, beZ*, reprezinti acelasi numr rational.
%. Pentru a simplifica exprimarea vom identifica un numadr rational cu oricare dintre

fractiile echivalente care il reprezinti (de obicei se va lua fractia i ,meZ, nel*, astfel
n

a

incit (m, n ) = 1). Deci vom considera ca orice pereche (@, b) €ZxZ* scrisi sub forma b

este un numadr rational.
2. Multimea numerelor rationale este Q= {% | acZ becl *} .
4. Dacd a €Z, atunci a =% si deci ZcQ .

. Orice numdr rational poate fi reprezentat in doua moduri: sub forma de fractie ordinara

m 0 . .
(—, meZnnel *) sau sub formi de fractie zecimala.
n

Fractiile zecimale pot fi finite ( la dreapta virgulei apare un numir finit de zecimale) sau
infinite (in care una sau mai multe zecimale se repetd de o infinitate de ori). Fractiile zecimale
infinite sunt la randul lor periodice simple, periodice mixte sau neperiodice.

Fractiile zecimale periodice simple sunt cele la care perioada incepe imediat dupi virguli,
iar fractiile zecimale periodice mixte sunt cele la care perioada nu incepe imediat dupa
virgula.

Orice fractie zecimali finitd sau infinitd periodica ( cu perioada diferitd de 9) reprezinti
un numadr rational din care provine prin algoritmul de impartire.

Termenul de numir rational (de la latinescul ,,ratio” — raport a fost propus de citre
Nicolaus Oresme (1323 - 1382).



Tnvers, aceste fractii se transforma in numere rationale conform urmatoarelor reguli:

_— aa,..a —
— 192 g ‘=1 n- |
a,,4/@,...a, =@, - L ,aoeN, a cifre, i=1, n; |

48 a, € N, a, cifre, i=1, n; |
99..9 L
——

de n ori

b) a,,(aa,...a,)=aq,

) Q@G B Ay By Gy ) = Gy %%9;"*"9;0“'“6“" ,a, €N, g, cifre,i=1, k+n, n,ke N*.
e s

denor dek ori |

Exemple. % =0,666...=0,(6); % =2,(09); %1- =10,5(90).

- In urma aplicarii algoritmului de impartire nu se obtin fractii cu perioada (9). Daca am
considera acest fapt adevirat, atunci am avea rezultate aparent contradictorii.

Exemplu. 5,(9)= 5§= 5+%= !

Daca am considera si perioada (0), atunci 6 = 6,(0).
Pentru a pastra unicitatea scrierii numerelor rationale ca fractii zecimale, acestea vor fi
considerate fara perioada (9).

| A = o < . . . HRAPON T —
| Teoremi. Orice numdr rational se poate reprezenta ca fractie zecimald finita sau ca

| fractie zecimald periodica cu perioada diferitd de 9. ’
|

Observatii. 1. Orice fractie zecimala finita poate fi scris ca fractie zecimala cu perioada
(9). De exemplu: 1,54 = 1,53(9); -7,68 = -7,67(9).
2. Putem considera si fractiile zecimale finite ca fractii zecimale infinite cu perioada (0).

#i fufecey 4. 13 _4. 23 14

idera le =monaph AT

¢ 3 Considerdm numerele 25° 20 50 11 33
L _;-f a) Care dintre aceste numere au reprezentiri zecimale finite? Scrieti aceste

reprezentdri.
b) Care dintre aceste numere au reprezentari zecimale infinite? Scrieti aceste reprezentari.
73 . . e .. - . .
~7" O fractie zecimala este finitd daca gi numai daca se poate reprezenta sub forma

LN

287 wE  unei fractii %, a,beZ, b#0,unde b=2"-5",mneN.

e

Definitie. O fractie zecimald infinitd neperiodica se numeste numdr irational.

|

Exemplu. Numerele 2,01011011101111....; 4,123456789101112131415.... sunt numere
irationale.

6



Pe multimea numerelor rationale au fost definite doud operatii, astfel:

{ a ¢ a+tc
adunarea: > —=——, a,ceZ, be Z*,

1
|

. . a c ac
inmultirea: —-—=—, a,ceZ, b,de Z*.

Pentru 2 aduna doud numere rationale cais nu au aczlasi nunvitor, acesiea syat aduse w:ai
inainte la acelagi numitor.
Adunarea §i inmultirea numerelor rationale au urmatoarele proprietati:

1} suma §i produsul a doud numere rationale sunt tot numere rationale:

EVx,yeQ=>x+y, x-ye@

2) adunarea §i inmultirea numerelor rationale sunt comutative;

| X+y=y+x; X y=yex, Vx,yeQ|

3) adunarea si inmultirea numerelor rationale sunt asociative:

](x+y)+z=x+(y+z); ()z=x(yz), Vx,yzeQ

4) numirul 0 este element neutru in raport cu adunarea, iar numarul 1 este element

neutru in raport cu inmultirea:
[x+0=0+x=x, l-x=x-1=x, Vxe(Iﬂ

5) Orice numar rational x are un ,, opus “ in raport cu adunarea:

|x+(—x)=(—x)+x=0, ‘v’eri

1

. - . : -1 Y a .

Orice numar rational nenul x are un ,,invers®, notat x (sau — | , In raport cu inmulti-
X

1
rea: x-—=—-x=1.
X x

&; Inmultirea este distributiva in raport cu adunarea:

1 x(y+z)=xy+xz; (y+z)x=yx+zx, Vx,y,z€ Q.i

Pe multimea numerelor rationale se mai pot defini si alte operatii:
—scaderea: x—y=x+(-y), Vx,yeQ;

1
— impartirea: x:y=x-—, VxeQ, V ye Q%

y

—ridicarea la putere: x"=x-x-..-x, VxeQ, VnelN¥*

n factori

x" =—£;, VxeQ* meZ\iN;
x

Se admite cd : 0" =0, V me Z*, 0°— operatie fara sens.



Xercitii rezolvate.

i. S se determine multimile: A={neN—2ﬁ1-e N}; B={neZ—2—n—le Z};
n- n-
C={n€N—2n—€Z}; D={nGZ—2LEN}.
n- n-
; 2 2(n-D+
Solufie. In toate cazurile avem n # 1. Putem scrie x = nl = n )l £ =2+ n2 T
n- n- =

Pentru ca x € Z este necesar si suficient ca n — 1| 2, adicd n—1e {~2,-1,1,2} . Rezulti ci

ne {-1,0,2,3}. Avem B={-1,0,2,3}. Se deduce imediat ca 4={0,2,3}, C={0,2,3},
D={-10,23)}.

Observatie. Dati alte exemple §i comparati multimile 4, B, C, D.

2. Dati exemple de fractii echivalente % §i = pentru care:

a) b §i d sunt numere consecutive; b) b §i d sunt numere prime intre ele.

6 .9 -10 . -12 -72 . -80
Solutie. 8) —si —; — 5 —; — §i —
fie. 8) 7 §i3 s 16 R
02, 24 M 32 60
)4$ 5° 6 TR B

3. Determinati numdrul de triplete (a, b, ¢) formate din cifre nenule diferite pentru care
a,(b)+b,(c) +c,(a) =8,(8).

Solutie. Avem a,(b)+b,(c)+c,(a)=8,(8)¢>a+b+c+a+b+c=8§@a+b+c=8.

Presupunind 1 < a<b<c < 9 avem solutiile (1, 2, 5), (1, 3,4). Permutand a, b, ¢ obtinem
6 + 6 = 12 solutii.
4.Fie a,b,ce Q astfel incitabc=1,ab+ta+1#0,bc+b+1#0,ca+tc+1#0.

9 . J a b c
Sa se determine numarul s = + + .
ab+a+1 bc+b+1 ca+c+l

Solufie. Deoarece abc = 1 avem 2. 5 ab —_ay : < -
bc+b+1 abc+ab+a ab+a+l ca+c+1
= i = Rezulti ci s_____a+ab+a_
abca+abc+ab ab+a+l’ T ab+a+l



,_f.'__' e i. Sé se scrie sub forma de fractii zecimale infinite fractiile:
7% ¢l Bely L € 5._8_

1./ 451254567 911127 27,

pPropUsE

e 2, S se scrie sub forma de fractie ordinard urmatoarele fractii zecimale:

a) 0,(24); b) - 3,(26); €) — 2,2(32), d) - 4,25(12).

@ 3. S se precizeze dacd urmitoarele numere sunt rationale:

a) 0,12121212...; b) 0,01001000100001...; c¢) 1241212; d) 456,456456456... .

® 4, Si se demonstreze cd urmatoarele numere sunt rationale:
| oy g PR 5n+1 + 2n+1 .5

aa. aaa.
%) 52 LASTE ©) 140 sl
e 5, Dati exemple de perechi de numere x, y avand proprietatile (separate):
a) x,ye Z-N, xyeN; b) x,ye Z, £EN;
y
¢) x, e Q-Z, x+yel; d) x,ye Q-Z, xye Z.

ee §. Sa se efectueze;

a) 0,23(4) + 0,2(34) + 0,(234) + 0,43(2) + 0,4(32) + 0,(432);

s
0,(21) 0,(42) 0,(84) . I8 fl Vo Tl
RS R Ty T )[°2+31 (45*30 12)](01)

0,21) " 0,4(2) " 08(4)
d) [1,2(3) - 2,5 - 0,(17)] - [0,5 + 0,(82) — 2,7(6)].

oo 7. Sa se determine a 2000 - a zecimald a numerelor:

—r)

4 3
a) 2,2(31); b) 5; ©) 55> 30

®e i, 53 se demonstreze cd: 0,(xyz)+ 0,(yzx)+0,(zxy) = 0,x(yz) +0,y(2x) +0,z(xy).

- 3 - . m Py s
eee 9, Si se demonstreze ci nu existd numere rationale o astfel incat:

2 2 3
V(%) =5 B(2) ppmmiprim 0 (%) -
)(n 3; )n P, p numdr prim; ) =

e®e 1(, Si se demonstreze ci: a) 21 ——l-eQ, VneN, n=2;
n
b) 1+ 1 +—eIN VneN*.

n n+l

eee 11.Si s determine A={neNVn'+2€Q}, unde n!=1-2-....n,V ne N'; 01 =1,



1.2. Multimea numerelor reale

Vom considera numarul @ = 0,21211211121111... (dupa prima cifrd 2 urmeazi o cifra 1,
dupd a doua cifrd 2 urmeaza doud cifre 1, etc.). Fractia zecimald @ nu este periodica.
Intr-adevir, daca aceastd fractie ar fi periodicd, vom nota cu »n numirul de zecimale ale
perioadei. Cum numirul de cifre 2 este infinit, perioada va contine cel putin o cifra 2 si cel
mult n - 1 cifre 1. Atunci intre orice doud cifre 2 consecutive pot sa apara cel mult n - 1
cifre 1 consecutive (contradictie cu definirea lui a).

Vom demonstra faptul ¢ numérul J3 nu este rational. Presupunem, prin reducere la
absurd, ci existd a, be N*, astfel incét L V3 , (a,b)=1.Rezultici o’ = 3b* . Deoarece
a, b sunt prime intre ele rezultd ca 3 |a® si deci 3|a. Fie ce N* astfel incat a =3c. Din
a® =3b* §i a=3c rezultd ci b* =3c*. Deoarece (a, b) = 1 sic|arezulticd (b,c)=1si

deci 3|b*, de unde 3 | b. Obtinem ca 3 este divizor comun pentru a si b (contradictie).

Definifie. O fractle zemmala infinita §i neperlodlca se numeste numdr trattonal

i

|
.

Alte exemple de numere irationale sunt: 7T = raportul dintre lungimea oricirui cerc §i

J5+1
-

diametrul acestuia; numarul de aur

Denumirea de ,,irational” vine din limba latina (,,i” - fara, ,ratio” — raport).

Daci notam cu / multimea numerelor irationale, atunci avem QN J =& . Multimea QU/
notatd cu R se numeste multimea numerelor reale.

In concluzie, prin numdr real intelegem orice fractie zecimald infinitd, periodicd sau
neperiodicd.

Numerele rationale sunt atunci identificate cu fractiile zecimale periodice, cu perioada
diferita de 9, sau neperiodice.

In clasele precedente s-a indicat un algoritm de constructie a fractiei zecimale pentru
numarul +2 (numir irational). Se poate arita ca V2 =1,41421356....

Vom identifica fiecare numir real cu fractia zecimala prin care se reprezintd, adicd
a = a,a,a,a,... .

| o

Thafls = a
J Definigle. Fie numerele reale pozitive a = a,a,a,a,... i b = byb,b,b,... . Spunem ca .

a < b daci existd k € N astfel incat a, < b, $1 a, bl., i= 0 k-1

6 56
Exemplu. Avem 0,(6) > 0,6(2), deoarece 5 > 56 (sau 0,666... > 0,6262...)

Definitie. Pentru numirul real pozitiv a = ay,a,a,a,... aproximirile zecimale cu o eroare l
mai mica decat 10, n € N, sunt: a) prin lipsa: a,” = ay,a,a,a,...a

- . -f

b) prin adaos: a” = aa, a2a3 a, + 10",

Observatii. i. Pentru orice n€ N avem a, a,” €Q.
2. Pentruoricene N avema/<a< a”

10



ErEMPLY

{’]w'} Fie numerele reale a = «/5, b= \/’g, ¢ =2 ++/5. Deoarece V2 = 1,41421...,
q .. b =12,23606..., atunci avem urmatoarele aproximéri pentru a, b, c:
Prin lipsa Prin adaos
Eroarea
a b c a b c
10° =1 1 2 3 2 3 4
4 1
107 = 0 1,4 2,2 3,6 1,5 2,3 3,7
102 = 1 2,23 3,64 1,42 2,24 5
100 1’4 > 3 b > 3,6
1
102 =——
1000 1,414 2,236 3,650 1,415 2,237 3,652
1
107 = 1000 1,4142 2,2360 3,6502 1,4143 2,2361 3,6504

Observatii. L. Aproximarea zecimala de ordin » pentru a + b nu este egald cu suma
aproximarilor de ordin » ale lui a §i b, deoarece mai intai se calculeaza suma i apoi aceasta
se aproximeaza.

L. Pentru numerele reale a = a,a,a,a,... , b = b,b b,b,... vom defini sumas=a + b ca
fiind numarul real s = s,,5,s,5,... cu proprietatea: a,’ + b’ < s< a”+b” ,¥ne N.

Daca a, b > 0, definim produsul p = ab ca fiind numérul p = p,,p,p,p,... cu proprietatea:
a’b’<p<a’b”,vneN.

Demonstratia privind existenta i unicitatea numerelor s gi p depéseste cadrul manualului.

EPEMPLY

.M

L/

S& se determine primele trei zecimale ale produsului p = v/2-4/5.
Folosind datele din tabelul precedent avem:
2<p<4
31 <p<32
3,16 < p<3,17
3,161 < p < 3,163
3,1621 < p < 3,1623

Am obtinut, deci p = 3,162... .

Observatie. Proprietitile referitoare la operatiile de adunare §i inmultire definite pe Q rimén
adevirate si pe multimea R. Intre multimile de numere studiate are loc relatia Nc Z = QcR.
Exercitil rezolvate, 1. Si se construiasca cu rigla §i compasul ¥4 Fig. 1
imaginile geometrice ale numerelor V2, \/5, J5. B \
X ! - . . . o =
Solutie. Considerdm reperul cartezian xOy si consideram 3 _\\ \
patratul de laturd 1 avand diagonala OA (vezi fig. 1). Avem | AN c

04 =42 . Trasdm un semicerc de razi 2 . Considerdm apoi \,\ \ \,‘.
dreptunghiul de laturi 1 §i +/2 . Diagonala sa este OB =+/3 . \ “1l ¥ .
Procedeul continu3. 0 134HB X



